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НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ РОЗРИВНИМИ 
СПЛАЙНАМИ З ВИКОРИСТАННЯМ ТРАПЕЦЕВИДНИХ 
ЕЛЕМЕНТІВ 
Запропонований метод побудови розривних інтерполяційних сплайнів, які наближують 
розривні функції двох змінних з розривами першого роду на лініях прямокутної трапеціїі. 
Побудовані сплайни як частинний випадок включають в себе розривні та неперервні 
сплайни. 
Предложен метод построения разрывных интерполяционных сплайнов, которые при-
ближают разрывные функции двух переменных с разрывами первого рода на линиях 
прямоугольной трапеции. Построенные сплайны как частный случай включают в себя 
разрывные и непрерывные сплайны. 
Вступ 
Задача наближення неперервних функцій неперервними сплайнами від однієї та де-
кількох змінних з достатньою повнотою описана в багатьох роботах вітчзняних та зарубіж-
них дослідників (див. наприклад, [1-4]). На практиці використання кусково-аналітичних на-
ближень, заданих різними формулами (поліномами відповідного степеня) в точках кожного 
елемента розбиття області наближення, призводить іноді до знаходження великої кількості 
невідомих параметрів, зокрема до появи неконфорних елементів в методі скінченних елеме-
нтів [5]. 
Аналогічна задача досліджувалась в працях Попова Б. А. [6] та інших авторів, де ро-
зглядалися наближення неперервних та непервно-диференційовних функцій за допомогою 
розривних сплайнів в чебишевській нормі (рівномірне наближення). 
Таким чином, у вказаних роботах досліджувалося наближення неперервних функцій 
за допомогою неперервних та розривних сплайнів. Але загальної теорії таких наближень не 
існує. В даній роботі ми пропонуємо таку загальну теорію побудови розривних сплайнів, 
множина яких як частинний випадок включає множину неперервних та неперевно-
диференційовних до заданого порядку сплайнів, що можуть мати розриви першого роду, або 
їх частинні похідні в заданих точках або на заданій множині ліній – границь елементів.  
Задачі наближення розривних функцій виникають частіше, ніж задачі наближення 
неперервних функцій. Наприклад, в методах комп’ютерної томографії на цей час ніде не ви-
користовується інформація про внутрішню структуру тіла людини (шлунок має одну форму 
і відповідну щільність його тканин, печінка має іншу форму та іншу щільність його тканин 
тощо); при дослідженні кори Землі за допомогою даних з кернів свердловинного буріння 
виникає задача відновлення внутрішньої структури кори між свердловинами. При цьому 
очевидним є той факт, що щільність ґрунту в різних точках кори є неоднорідною і найчасті-
ше має розриви першого роду в точках поверхонь, які відділяють одну складову кори від 
іншої (чорнозем, пісок, глина, граніт тощо). 
Весь розвиток обчислювальної та прикладної математики говорить про те, що вико-
ристання кожної додаткової інформації про досліджуваний об’єкт може привести до більш 
точного і якісного відновлення цього об’єкта. Наприклад, в роботі [6] пропонується викори-
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стовувати рівняння поверхні черепа людини і, таким чином, більш точно відновлювати вну-
трішню структуру тіла. 
Таким чином, актуальною є розробка та дослідження теорії наближення розривних 
функцій за допомогою розривних функцій.   
В статті [7] авторами були побудовані розривні лінійні інтерполяційні сплайни для 
наближення функцій однієї змінної, що може мати розриви першого роду. В роботі [8] був 
запропонований метод наближення розривних функцій двох змінних розривними інтерполя-
ційними білінійними сплайнами, а в роботі [9] – інтерлінаційними розривними сплайнами. 
Були також побудовані розривні інтерлінаційні сплайни для наближення функцій двох змін-
них, область визначення яких розбивається на прямокутні трикутники [10]. 
В даній роботі будуються та досліджуються інтерполяційні розривні сплайни для на-
ближення розривних функцій з областю визначення, що розбивається на прямокутні трапеції 
та прямокутні трикутники. 
Постановка задачі 
Нехай задана розривна функція двох змінних f(x, y) в області D = [0, 1]2. Будемо вва-
жати, що область D розбивається прямими x0 = 0 < x1 < x2 < … < xm = 1, 
y0 = 0 < y1 < y2 < … < yn = 1 на прямокутні елементи, а кожний прямокутник розбивається 
похилою лінією на прямокутну трапецію та прямокутний трикутник. Трапеції та трикутники 
не вкладаються один в одного, а їх сторони не перетинаються. Функція f(x, y) має розриви 
першого роду на границях між цими трапеціями та трикутниками (не обов’язково між всі-
ма). 
Метою роботи є побудова та дослідження операторів розривної кусково-
поліноміальної інтерполяції, таких, які в кожній трапеції є операторами поліноміальної інте-
рполяції функції f(x, y). 
Метод побудови наближуючого розривного сплайн-інтерполянта 
Якщо (xi, yi) – вузол, в якому знаходиться прямий кут прямокутної трапеції, то може 
зустрітися чотири типи трапецій (рис. 1) 
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Рис.1. Зображення можливих трапецевидних елементів з прямим кутом у вузлі (xi, yj)  
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Вважаємо, що на кожній із сторін заданих трапецій функція f(x, y) може мати (а може 
і не мати) розриви першого роду, причому у вузлах заданої сітки функція набуває таких зна-
чень: 
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Визначення: Будемо називати розривним інтерполяційним лінійним поліноміальним 
сплайном в області Dkij 
)( , k = 1, 2, …, 8 таку функцію 
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Теорема 1. Функція DyxyxsyxS kij
k
ij 
)()( ),(),,(),( , k = 1, 2, …, 8 задовольняє 
інтерполяційні властивості. 
Доведення. Розглянемо трапецевидний елемент )1(ij . Тоді формула (1) перетво-
риться в такий вираз: 
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Перевіримо виконання інтерполяційних властивостей 
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Теорема 1 доведена. 
Теорема 2. Якщо f(x, y) має розриви першого роду у деяких точках (xi, yj) та 
)(),( )1(),( ij
rrCyxf  , i = 1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n, r = 1, 2, то залишок наближення функції 
f(x, y) сплайном вигляду (1) на кожній трапеції буде мати вигляд 
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Доведення. Запишемо оператор інтерлінації на лініях x = xi, x = xi+1 (див. [9]) 
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Легко побачити, що   ),(~~),(),( 212112 yxfSSSSyxfSSyxS  , причому перестано-
вність операторів відсутня, тобто 1221 SSSS  . 
Тепер розглянемо похибку оператора інтерполяції S(x, y) 
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Доданок   ),(2121 yxfSSSSI   є залишком наближення функції ),( yxf  операто-
ром інтерлінації. Згідно з теоремою 3.2.1 роботи [5] залишок наближення формулами інтер-
лінації виражається як операторний добуток залишків наближення функції ),( yxf  операто-
рами ),(1 yxfS  та ),(2 yxfS , тобто 
   ),(),()),(),())(,(),((),( 21212121 yxfRyxfRyxfSyxfyxfSyxfyxfSSSSI  , 
де 
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Теорема 2 доведена. 
Зауваження. Якщо значення функції у вузлах тра-
пецевидної сітки невідомі, то для знаходження невідомих 
коефіцієнтів )(kpC , p = 1, 2, 3, k = 1, 2, …, 8 в даній роботі 
пропонується використовувати метод найменших квадра-
тів, згідно з яким всі невідомі знаходяться з умови 
   
 

D
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k
ij
k
k
ij
k
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2)()( . 
И тоді отримаємо апроксимаційний розривний лі-
нійний сплайн. 
Приклад 1. Нехай функція f(x, y) задана в одинич-
ному квадраті [0, 1]2 таким чином (рис. 2):  
Рис. 2. Графічний вигляд 
наближуваної функції 
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Тобто на лінії еліпса функція має розриви першо-
го роду. Нехай задані вузли x1 = 0, x2 = 0.1, x3 = 0.5, 
x4 = 0.8, x5 = 1, y1 = 0, y2 = 0.3, y3 = 0.5, y4 = 0.7, y5 = 1. Во-
ни розбивають одиничний квадрат на прямокутні елемен-
ти, а кожний прямокутник розбивається діагоналлю на 
два прямокутні трикутники. Трикутники не вкладаються 
один в одиного, а сторони трикутників не перетинаються. 
Для побудови розривного наближуючого сплайна 
на цих вузлах скористаємося результатами роботи [10], в 
якій авторами був побудований та досліджений оператор 
розривної поліноміальної інтерполяції для наближення 
розривних функцій двох змінних, що має триангульовану 
область визначення. Зобразимо отриманий розривний 
сплайн та наближувану функцію покажемо на рис. 3. 
Тепер розіб'ємо одиничний квадрат на прямокутні 
трапеції та прямокутні трикутники та побудуємо на цій 
сітці вузлів розривний поліноміальний сплайн вигляду (1) 
та зобразимо цей сплайн і наближуючу функцію f(x, y) на 
рис. 4. 
Як бачимо, наближений сплайн, побудований на 
трапеціях та трикутниках, наближує краще, ніж тільки на 
трикутниках. 
Висновки 
В роботі пропонується метод побудови розривно-
го інтерполяційного лінійного сплайна для наближення 
функції з розривами першого роду. Область визначення 
цих функцій розбита на прямокутні трапеції та прямокут-
ні трикутники. Причому побудовані розривні сплайни 
включають в себе як частинний випадок класичні непере-
рвні сплайни першого степеня на заданій сітці вузлів. 
В подальшому авторами планується знайти оцінку 
похибки наближення побудованої розривної конструкції 
та застосувати розроблені методи до відновлення фанто-
ма Шепа–Логана в комп’ютерній томографії. 
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Рис. 3. Зображення наближуваної 
функції f(x, y) (чорні контури) 
та наближуючого сплайна 
(сірий колір) з використанням 
трикутних елементів 
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Рис.4. Зображення наближуваної 
функції f(x, y) (чорні контури) 
та наближуючого сплайна 
(сірий колір) з використанням 
трапецевидних та трикутних 
елементів 
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 
ISSN 0131–2928. Пробл. машиностроения, 2011, Т. 14, № 6 57 
7. Литвин О. М. Наближення розривної функції за допомогою розривних сплайнів / О. М. Литвин, 
Ю. І. Першина // Математичне та комп’ютерне моделювання. Сер. Фіз.-мат. науки: Зб. наук. пр. – 
Кам’янець-Поділь. нац. Ун-т ім. Івана Огієнка, 2010. – Вип. 3. – С. 122 – 131. 
8. Литвин О. М. Побудова кусково-білінійних сплайнів для наближення функцій з розривами першо-
го роду у вузлах ректангуляції двовимірної області / О. М. Литвин, Ю. І. Першина // Таврій. вісн. 
інформатики та математики. – Симферополь. – 2011. – № 1. – С. 63–72. 
9. Литвин О. Н. Приближение разрывной функции двух переменных с помощью разрывных сплай-
нов двух переменных (прямоугольные элементы) / О. М. Литвин, Ю. І. Першина // Компьютерная 
математика. – Киев, 2011. – № 1. – С. 96–105. 
10. Литвин О. М. Наближення розривних функцій двох змінних з розривами на лініях тріангуляції 
двовимірної області за допомогою операторів сплайн-інтерлінації / О. М. Литвин, Ю. І. Першина // 
Інформатика та системні науки (ІСН-2011): Матеріали ІІ Всеукраїн. наук.-практ. конф., 17–19 бе-
резня 2011 р. – Полтава, 2011р. – С. 178–181. 
Надійшла до редакції 
09.11.11 
УДК 519.63 
О. Ю. Лисина 
Институт проблем машиностроения им. А. Н. Подгорного НАН Украины  
(г. Харьков, e-mail: lisina_korovina@mail.ru) 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОВЫХ ПОЛЕЙ 
В МАШИНОСТРОИТЕЛЬНЫХ ИЗДЕЛИЯХ 
НЕКАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЫ  
Представляется бессеточный метод решения нестационарной трехмерной задачи 
теплопроводности в сложной области. Предлагается алгоритм численной реализации 
на основе использования атомарных радиальных базисных функций. 
Подається безсітковий метод роз’язання нестаціонарної тривимірної задачі теплопро-
відності в складній області. Пропонується алгоритм чисельної реалізації на основі ви-
користання атомарних радіальних базисних функцій. 
Введение 
Исследуется явление переноса тепла теплопроводностью и конвекцией в сложных 
3D областях, представляющих объекты реальных машиностроительных изделий. Математи-
ческая модель, описывающая такое явление, задается начально-краевой задачей для диффе-
ренциального уравнения параболического типа с соответствующими краевыми условиями. 
Рассматривается случай, когда теплофизические свойства среды остаются постоян-
ными, то есть область исследования является изотропной и коэффициенты, входящие в 
дифференциальное уравнение, не зависят от температуры. 
При таких ограничениях математическая постановка трехмерной краевой задачи не-
стационарной теплопроводности имеет вид 
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где  – ограниченная область из E3, x = (x1, x2, x3),  – граница области. 
Приближенное решение данной краевой задачи выполняется по бессеточной схеме. 
Обзор по применению бессеточных алгоритмов при решении краевых задач осуществлен в 
работах [1–2]. 
